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Tronc commun Sciences BIOF

Exercices avec corrections sur Les polynémes

Types d'exercices :

Application directe du cours (*)
Difficulté moyenne (**)
Demande une réflexion (***)

Exercicel : (*) Déterminer parmi les expressions
suivantes ceux qui sont des polynémes
Et déterminer si c’est possible leurs degrés: ae R

P(X):%X3+%Xz—\/§. Q(x)=2x* —x—+/x
R(X):5‘x2‘+4|x|—5 : M(X)=§x2+x+2—7x4
N =i+ 143 . O(x)=4;

E(x)=(a-1)x"+x" +x+1
F(X)=(x-3)"—4(5+x°)+9+5(4x° +x°).
Solution : p(x) est un polyndme et d'P =3

Q(x) et R(x) et N(x) ne sont pas des polyndmes
M (x) Estun polyndme et d°M =4

O(x) Est un polyndme etd"O =0

e E(x) Estun polynome

Si a-1#0 c’est-a-dire: a=1 alors d’E=4
Sia=1alors d’E =2

o« F(X)=(x-3)"—4(5+x")+9+5(4x’ +x°)
Equivalent a :

F(X)=%"—6x+9-20—4%" +9+4x° +2x°
Donc: F(x)=2x*+x*—6x—2

Par suite : d°F =3
Exercice2 : (**) discuter suivant le paramétre m
le degré du polyndme P(x):

P(x)=(m’"-4)x*+(2m—-4)x*.

Solution : P(x) =(m*—4)x*+(2m—-4)x
m? -4 =0 Signifie que: (m—2)(m+2)=0
Signifieque: mM—-2=0ou m+2=0
Signifieque: m=2 ou m=-2

eSi m#2 et m#—2 alors: m*—4 %0 etpar
suite: d°P =3

eSi m=2 alors : le polyndme devient :

P(X) =0x%+0x =0 c’est un polynéme nul

Et par suite : le polynédme n’a pas de degré

e Si m=-2 alors : le polynéme devient :

P(X) =0x® —8X = —8X et parsuite: d°P =1
Exercice3 : (**) Déterminer un polynéme P de
degré 2 tel que : P(0)=P(1)=5 et p(-2)=3

Solution : P de degré 2 donc : P s’écrit sous la
forme : P(x)=ax® +bx+c

Ona P(0)=5 donc:
Par suite: c=5

Ona P(1)=5donc ax1®*+bxl+c=5
C’est-a-dire: a+b+c=5donc: a+b+5=5
Donc: a+b=00)

Ona P(-2)=3donc:ax(-2)" +bx(-2)+5=3
C’est-a-dire: 4a—2b+5=3 .
Donc 4a—2b=-2(2)

Donc : on a le systeme suivant : {

ax0?+bx0+c=5

4da—2b=-2
a+b=0
4a—-2b=
b=-a

Donc : { -2 donc: 4a+2a=-2

1

C’est-a-dire : 6a=-2 etdonc: a:—% et h= 3

Alors : p(x):_%xz +%X+5

Exercice4 : (*) Lesquels des polyndmes ci-dessous
sont égaux ? Expliquez
P(x)=2x-2x"+x-3 et Q(x)=2x*(x-2)+(x-1)(2x+3)

et R(X)=2x>+3x*-2x-3

Solution :

Q(X)=2x" (x=2)+(x-1)(2x+3)=2x* - 4x* + 2x" +3x - 2x-3
Q(x)=2x"-2x"+x-3  deg (Q) =3
P(x)=2x"-2x"+Xx-3 deg (P) =3

Donc: P(x)=Q(x)

Car : deg (P) = deg (Q) et les coefficients de leurs
termes de méme Degré sont égaux
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Mais P(X)# R(X) car les coefficients de leurs
mondmes de méme degré ne sont pas égaux .

Exercice5 (**) : Soit les polyndmes suivants :
P(x)=12x"-36x> +47x* —30x+7

Q(x):(2x2—3x+1)(ax2+bx+c)

Déterminer @ ; b ; ¢ sachant que: P=Q
Solution : P = Q si et seulement si P(x)=Q(x)
pout tout x

Q(x)=(2x*—3x+1)(ax’ +bx-+c)

Q(x)=2ax" +2bx* + 2cx” —3ax’ —30x* —3cx +ax” +bx+¢
Q(x)=2ax"*+(2b—3a)x’ +(2c—3b+a)x*+(b—3c)x+c

2a=12

2b—-3a=-36 a=0
Donc: sa—3b+2c =47 c’est-a-dire: 10 =-9

b—-3c=-30 c=7

c=7

On vérifie que : a—3b+2c =47 est vraie .
Donc : Q(x) =(2x* —3x+1)(6x* —9x+7)

Exercice6: (*) Soient P (X)et Q(x) deux

polynémes
I) Calculer dans chacun des cas suivants :

P()+Q(x) : P(X)-Q(x); 3P(x)~2Q(x)
1) P(x)=x>+2x*-1; Q(x)=3x"—x*+x
2) P(x)=x"=x*+3; Q(x)=—x"+x"-5
I1) Calculer P(x)xQ(X) et (P(x))2

Dans chacun des cas suivants et comparer :
deg(P=Q)et deg(P)+deg(Q).

1) P(x)=x*-1 ;. Q(X)=x*+2x-3
2) P(x)=x"—x*+2; Q(x)=3x+2
Solution : 1)

P(x)=x*+2x"-1; Q(x)=3x"—x*+x
Ona: P(x)+Q(x)=x>+2x*-1+3x* - x’ +x
Donc P(X)+Q(x)=3x"+2x*+x-1

Ona: P(x)-Q(x)=x>+2x*-1-3x*+x* - x
P(x)-Q(x)=-3x"+2x>+2x*—x-1

Tronc commun Sciences BIOF

3P(x)—2Q(x)=3(x"+2x* ~1)-2(3x* - x* +x)
3P(x)—2Q(x)=3x’+6x*—3-6x" +2x° —2x
3P(x)—2Q(x)=—6x"+5x° +6x> —2x—3
deg(P)=3; deg(Q)=4;deg(P+Q)=4;
deg(P-Q)=4

)2) P(x)=x"—-x"+3; Q(X)=—x*+x*-5
ona: P(x)+Q(x)=x"-x"+3-x"+Xx’-5=-2
P(X)-Q(x)=x"=x*+3+x° - X" +8=2x"-2x"+8
3P(x)—2Q(x)=3(x"—x* +3)-=2(-x"+x* -5
3P(x)—2Q(x)=3x"—3x" +9+2x° — 2x* +10
3P (x)—2Q(x)=5x>—5x*+19
deg(P)=5; deg(Q)=5;deg(P+Q)=0;
deg(P-Q)=5

I 1yona P(X)=x"-1; Q(x)=x"+2x-3
P(X)xQ(X)=(¥*~1) (3 + 2x-3) =)° + 2x* -3¢ ~x* - 2x+3
(P(x))2 =(x2—l)2 =(x2)2—2x2x1+1:x4—2x2+1
2) P(x)=x*-x*+2 ; Q(x)=3x+2
P(x)xQ(x):(3x+2)(x4—x2+2):3x5+2x4—3x3—2x2+6x+4
(P(x))zz(x“—x2+2)2 :(x4—x2+2)(x4—x2+2)
(P(x))2:(x4—x2+2)2:x8—2x6+5x4—4x2+4
deg(PxQ)=5 deg(P)=4; deg(Q)=1
Donc deg(PxQ)=deg(P)+deg(Q)

Et deg(P?)=2deg(P).

Exercice? : (**) Soient les nombres a etb et le
polyndme P (x)=ax* +bx

Calculer a etb sachant que :
P(2x)—-4P(x)=6x+a+2

Solution : Nous avons :
P(2x)—4P(x)=a(2x)2+b(2x)—4(ax2+bx)
P(2x)—4P(x) =4ax’ + 2bx —4ax® —4bx = —2bx

Donc : —2bx =6x+a+2
Equivalenta: —2b=6et a+2=0
Equivalenta: b=-3et a=-2
Exercice8 : (**) Soit le polynéme :
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P(x)=x"+6x>+15x* +18x+9
1) Calculer a etb sachant que :
P(x)= (x2 +3x)2 +a(x2 +3x)+b
2) Factoriser P(x).

Solution : Nous avons : (x2 +3x)2 = x* +6x% +9x2
Donc: P(x)=x"+6x>+9x* +ax’ +3ax+b
Donc : P(x)=x4+6x3+(9+a)x2+3ax+b

Cette egalité donne on comparant deux a deux les
termes de mémes degrés le systeme suivant :

9+a=15
3a=18 Donci® »
= onc b:9
b=9

Donc: P(x)=(x* +3x)2 +6(x*+3x)+9
Equivalent a :
P(x):(xz+3x)2+2><(x2+3x)><3+32

Par suite : P(x) =(x’ +3x+3)2

Exercice9 : (***) 1) Déterminer un polynéme P
de degré 3 tel que : P(x+1)—P(x)=

2) En déduire la somme suivante :
S, =1+2+3+....+n

3) Déterminer un polynéme P de degré 2 tel que :
P(x+1)—P(x)=x

4) En déduire la somme suivante :

S, =1 +2"+3F +..+n°

Solution : P de degré 2 donc P s’écrit sous la
forme : P(X):ax2 +bX+C avec: a0
P(x+1)—P(x)=x Signifie :

(a(x+1)2 +b(x+1)+c)—(ax2 +bx+c)=x

Signifie ; ax’ +2ax+a+bx+b+c—ax* —bx—c=x
Signifie: (2a—1)x+a+b=0
2a-1=0 1
Donc : Donc: a=—
a+b=0 2
) 1
Par suite : b=—=
2

1 1
Donc : P(x)=5x2 —5X+C avec: celR
2) S, =1+2+3+....
On remplace successivement X par :
Prof/ATMANI NAJIB
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0:1;2;...;n-1;n
Dans : P(x+1) P(x)=x On obtient :
P(0+1)-P(0)=0 (1)
P(1+1)-P(1)=1 (2)
P(2+1)-P(2)=2 (3)

P((n-1)+1)-P(n-1)=n-1 (n-1)
P(n+1)-P(n)=n (n)

On fait la somme membre a membre les égalités :
(1) +(2)+(3)+...(n=1)+(n)
On obtient: P(n+1)—P(0)=1+2+3+..n=S,
Donc: S, =P(n+1)—P(0)

1

S, :E(n+1)2 —%(n+1)+c—(%02 —%(n+l)+cj

1 1 1 1
Sl=§(n+1)2—E(n+1)=E(n+1)(n+1—l)=§n(n+l)
3) P de degré 3

Donc P s’écrit sous la forme :
P(x)=ax’+bx*+cx+d avec: a=0

P(x+1)—P(x)=x Signifie
(a(x+1)3+b(x+1)2+c(x+1)+d)—(ax3+bx2+cx+d): G

apres les calculs on trouve :
azlet b=—1 et c=1
3 2 6

Et par suite : P(x):lx3_1x2+lx+d

3 2 6
avec: d eR
De la méme fagon on montre que :
P(n+1)-P(0)=1"+2°+3*+..n° =S,
Et on trouve :

1)(2n+1)

S, =P(n+1)-P(0)= n(n+ .
om

ExercicelO : (*) Soit le polyndm
P(x)=3x>-2x*+x+2

Effectuer la division euclidienne du polynéme
P(x) par x—1 et vérifier que :

P(x)=(x—1)(3x* +x+2)+P(1)

Solution :1) De la division euclidienne du
polynéme P(X) par x—1 nous obtenons alors :
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3 — 20 4+ > 4+ 2 %-1
3 a2 .
o 3 4>+ 2
"4+ xr+ 2
e ——
. 2x+ 2
2xr — 2
4

P(x)=(x-1)(3X" +x+2)+4

Calculons : P(1):
P(1)=3xL - 2xLP+142=3-2+1+2=4

Donc: P(x)=(x—1)(3x* +x+2)+P(1)
Exercicell : (***) Trouver le diviseur du
polyndme P(x)=5x"+X* + 2 Sachant que le

quotient et le reste sont respectivement :
Q(x)=5x*—19x+76 et R(x)=-299

Solution : Soit D(x) le diviseur de P(x)

Alors : P(x)=D(x)xQ(x)+R(x)

Donc: P(x)—R(x)=D(x)xQ(x).

Do : D(x)= P(x)-R(x) _ 5xz +x? +304
Q(x) 5x* —19x+ 76

On utilisant la division euclidienne du

polyndme 5x° + x* +304 par 5x* —19x+ 76
Ontrouve: D(X)=x+4

Exercicel2 : (***) On donne :
P(x)=-2x>-4x*+x-1

Et Q(x)=—2x*—-18x—-125 et R(x)=-876
Trouver le nombre réel a pour que Q(x)etR(x)
soient respectivement le quotient et le reste de la
division euclidienne du polynome P (x) par
X—a.

Solution : D’apres la division euclidienne on a :
P(x)=(x—a)xQ(x)+R(x)

D’ou:

—2x° — 4% +x—1=(x-a)x(-2x" ~18x-125)-876
=-2x>—-(18-2a)x* —(125-18a) x+(125a—876)

18-2a=4

125-18a=-1 nous en déduisons : a=7
125a-876=-1

Exerciceld : (**) Soit le polyndme :
P(x)=x>-2x*-5x+6

1) Vérifier que 1 est racine du polynome P(x)

2) Factoriser P(x)

D’ou:

Solution :1)P(1)=1°-2x1*-5x1+6=1-2-5+6=0
Donc : 1 est racine du polyndme P (x)

2) 1 est racine du polynome P(x)

Donc : P(x)est divisible par x—1

En effectuant la division euclidienne de :

P(x) Par x—1:
x? — 25 — B —+ 6 x-1
P
~ : r* —xr — 6
—a® — bae 4+ 6
—x* +a
—Gx 4 6
—Gx -+ 6
0

On trouve donc : Q(x)=x"-x—-6

Donc: P(x)= (x—l)(x2 — x—6)
Exercicel4 : (**) Soit le polyndme :
P(x)=x*+3x*-2x-6

1) Calculer P(-3) et que peut-on dire ?

2) Déterminer le polynéme Q(x) tel que :
P(x)=(x+3)Q(x)

Solution : 1) En remplagons x par -3 dans le
polynéme P (X)=x’+3x*-2x—6

Ona:

P(-3)=(-3) +3(-3)" ~2(-3)-6=-27+27+6-6=0
Donc -3 est racine du polyndme P (x)

2) Donc : P (X)est divisible par x+3

Donc il existe un polyndme Q(x) tel que :
P(x)=(x+3)Q(x) et puisque le degré de P(x)est3
Donc : le degré de Q(x)est 2

Par suite : Q(x)=ax*+bx+c (a#0)

Methodel : P(x)=x’+3x*-2x—6
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P(x)=(x+3)(ax2 +bx+c)
X3 +3x° —2x—6:(x+3)(ax2 +bx+c)

=ax’ +(b+3a)x* +(c+30b)x+3c

Donc :

= ax® +bx* +cx +3ax” + 3bx +3c
Donc: a=letb+3a=3et3c=-6
Donc: c=-2eta=1et b=0
Donc: Q(x)=x*-2
Methode2 : P(x)=x’+3x*-2x—6
=X (x+3)-2(x+3) =(x+3)(¥* - 2)
Donc: Q(x)=x*-2
Methode3 : Effectuer la division euclidienne
de P(x)=x>+3x*—2x—6 par: x+3
Et alors on déterminer le quotient et le reste.

a —— 3 — 20 — 6 x+3
xr? 4 32 :
x? —2
— 2 — 6
T 22 — 6
Onadonc:

P(X)=(x+3)Q(x)+P(-3)=(x+3)(x ~2)+0=(x+3)(x*~2)
Q(x)=x*—2 estle quotient et p(-3)=ole reste

Exercicel5 : (***) Déterminer le polyndme P(x)
sachant que ses racines sont1; 2 ; 3 et que :

P(4)=4 et degP =3

Solution : Conformément aux données nous avons :

P(x)=a(x-1)(x-2)(x-3) Avec: aclR

Or P(4)=4 implique : 4=a(4-1)(4-2)(4-3)
Donc: 4=6a d’ou: a=§

Par conséquent : P(x)= %(x—l)(x—Z)(x—B)
Donc : par développement on trouve :
P(x):gx3 _ax 122y 4

3 3

Exercicel6 : (**) Soit :
P(x)=x"—-3x>-5x*+13x+6

Calculer : P(—2)et P(3)et factoriser P(x).

Solution : Ona P(x)= x* —3x®—5x%>+13x +6

Prof/ATMANI NAJIB
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P(-2)=(-2)" -3x(-2)' ~5x(-2) +13(~2)+6=0
et P(3)=(3)"' —3x(3)’~5x(3)"+13(3)+6=0

Donc : P(x)est divisible par x+2et x—3
Effectuons la division euclidienne de P ( x) par x+2

! — 3z — 5t + 13z + 6

= ! -4 2

x4+ 2

_ ) H 3 2 a
r P xa” — He” +ox + 3
—he* —Bx* 4+ 13 4+ 6

- —5x% — 102* )
52% + 13 + 6
" Bz?4 10z
O 3z46
“8:c 46

0

Donc : P(x) :(x+2)(x3 —5x° +5x+3)
Et Q(x)=x’—-5x"+5x+3
Effectuons la division euclidienne de Q (x)par x—3

(Car:P(3)=Q(3)=0)

,3:3—53:2—}—53:—}—3 x—3
x* 4 32° .
g |2 22 -1
—2x"+dx+ 3
2;1:2—_{5:1:
—xr+ 3
B r—3
0
Donc :

x® —5x? +5x+3x+2:(x—3)(x2 —2x—1)
Par suite : P(x):(x+2)(x—3)(x2 —2x—1)

Exercicel7 : (***) Déeterminer le nombre réel a
pour que : P(x)=x*—6x"+(2+3a)x—2a

Soit divisible par x —3 et factoriserP (x ) dans ce cas

Solution :1) P(x)=x’-6x"+(2+3a)x—2a
Est divisible par x—3 donc : P(3)=0

Donc : 3°-6x3”+3(2+3a)-2a=0

Donc : 7a=21 par suite: a=3

Factorisation de P (X ) danslecas: a=3

[431
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Donc: P(x)=x>—-6x*+11x—6
P(x) divisible par x—3 :

x% — 6x* 4+ 11 — 6 x—3
- _;r:“ — 3 ) >
—3x? + 11z — 6 |T —3x+2
32 —+ 9=
2 — 6
i 2x + 6
0

Donc : P(x)=(x—3)(x* —3x+2)

Exercicel8 : (**) Soit le polyndme :
P(x)=x’-2x*-5x +6

1) Effectuer la division euclidienne de P (x )

par x +2et déterminer le quotient Q (x ) et le reste
2) Montrer que Q (x ) est divisible par x —3

3) En déduire une factorisation du polyndme P (x )

en polyndmes de lere degrés
4) Résoudre dans R I’équation P(x)=0

Solution :1) La division euclidienne de P (x)
par X +2 :2

e — 22 —5r L6 |x42
b ol _z_
ta® — 546 [¢ A0S
42° 4+ 8z
+.ér{.‘+ﬁ
—dx — 6
0

Donne : Q (X )=x?—4x +3et le reste est : 0
2) Q(3)=0 donc 3 est racine du polynéme Q (x )

Donc Q (x ) est divisible par x —3

3)Ona: P(x)=(x+2)x(x*—4x+3)

En Effectuant la division euclidienne de Q (x )
Par X—3 onaura: Q(x)=(x-3)x(x-1)
Donc : P(x)=(x+2)x(x-3)x(x-1)
4)P(x)=0ssi (x+2)(x—3)(x-1)=0

Signifieque: x—-1=0o0u x+2=00u x—3=0
P(x)=0 Signifieque X=1ou X=-2 ou

X=3 Donc: S ={-2;1;3}

Exercicel9 : (***) Soit :
P(x)=2x"+3x*+ax+b avec: acR etheR
1) Déterminer aet b tels que :

a) P (x ) soit divisible par x—2

b) Le reste de la division euclidienne de P (x ) par

x—1est -12.
2) Factoriser P (x ) dans ce cas.

Solution :1) P(x)=2x*+3x*+ax+b

a) P (x )soit divisible par x—2 donc: P(2)=0
Donc: 2x2°+3x2*+ax2+b=0
C’est-a-dire : 2a+b+28=0(1)

b) Le reste de la division euclidienne de P (x )
Par x—1 est —12.

Donc: P(1)=-12 donc: a—b+17=0(2)
Donc le couple (&,b) est solution du systéme
2a+b+28=0

a-b+17=0

On résolvant le systéme on trouve :

a=-1letb=-6
Donc: P(x)= 2x3 +3x? —11x—6

2) Factorisation de P (x ) dans ce cas :

suivant : {

P (x)est divisible par x—2 .

Donc : P(x)=(x—2)(2x* +7x+3)
Exercice20: (***) Soit : P(x)=x’-3x+2
1)a)Calculer P(1)et déterminer Q(x)tel que:
P ()= (x-1)Q(x)

b) Vérifier que P(x):(x+2)(x—l)2

2) Soit ¢ unréeltel que: 1<a <2

Donner un encadrement de o + 2 et de (05—1)2

eten déduire que : 0< P (&) <4

Solution :1)a) P(x)=x*—3x+2
P(1)=1-3x1+2=1-3+2=0
Donc P (x )soit divisible par x—1
Effectuons la division euclidienne de :
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P(X)Par x—1:
.t'“—:];r.'—|—2 ¥ — 1
—x® 4 a® :
r® — 3z + 2 z*+x— 2
x4+
—2x 4+ 2
200 — 2
Donc : 0

P(x)=(x-1)(x*+x-2)

b) Vérifions que P(x):(x+2)(x—l)2 ?
(x+2)(x-1)° =(x+2)(x* =2x+1)

=X —2X* + X+ 2X* —4x+2=X* —4x+2=P(x)
2) 1<a <2 Donc 3<a+2<4(1)
C’est-a-dire: O<a—1<1

Donc 0 < (« —1)2 <1(2)

De (1)et (2) onaalors: O<(0¢+2)(0¢—1)2 <4
Par suite : 0<P(a)<4.

Exercice2l : (***) Soit :
P(x)=2x"-9%"+14x*-9x +2

1)Vérifier que 0 n’est pas racine du polynéme P (x)
2) Montrer que si « est racine du polyndme P(x)

Alors 1 est aussi racine du polynome P (x)
(04

3) Verifier que 2 est racine du polynéme P (x)
4) En Effectuant la division euclidienne de P (x)
Par x —2 trouver un polyndmeQ (x ) tel que :

P(x)=(x-2)Q(x)

5) En déduire que Q (%) -

6) Déterminer les réels a ; b
1 2

Q(x)=(x —Ej(ax +bx +c)

7) En déduire une factorisation du polynéme P en
polynémes de lere degrés.

; C tel que:

Solution :1) P(0)=2=0

Donc 0 n’est pas racine du polynéme P(x)
2) a estracine du polyndme P (x)

Ssi P(a)=0
Signifie: 2a" -9a° +14a° -9 +2=0

Prof/ATMANI NAJIB
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On calcul P[lj =f
o

(2)-(2) () (2] (2]
(242 o)) o)
(- e

a
[ j — 9« +14a — 9« +2a?

Et puisque 2a” —9a® +14a” —9a+2=0

Donc : P[ij: 04 =0
o o

Donc :iest aussi racine du polynome P (x).

(04
3)
P(Z):2x24—9><23+14><22—9><2+2:32—72+56—18+2:0
Donc :2 est racine du polynéme P (x)
4) En effectuant la division euclidienne de P (x)

par x —2 on trouve que :
P(x):(x—z)x(2x3—5x2+4x—1)

5) On a 2 est racine du polyndme P (x)

Donc : %est aussi racine du polynéme P(x)

Donc : P(%j:Oet puisque P (x)=(x —2)Q(x)
Alors: (1 5], Ej: or [1_ j donc : (EJ:O
[L-2)of2)-oor (2-2)-oonc: of
6) En Effectuant la division euclidienne de Q(x)
1 . 1 2
Par x= on trouve : Q(x):(x—EJ(ZX —4x+2)
Donc: a=2etbh=-4etc=2
7)Ona: P(x)=(x-2)Q(x)
Et Q(x):(x—%)(sz —4x+2)
Donc : P(x):(x—Z)(x—%j(sz—4x+2)

On factorise aussi : 2X* —4X + 2 .

On remarque que 1 est racine
En Effectuant la division euclidienne de

2x* —4x+2 par (x—1)
On trouve : 2X° —4x+2 =(x—1)(2x—2)

Finalement : P(x):(x—2)(x—%)(x—1)(2x—2)
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P (x) = 2(x—2)(x—%j(x—l)(x—1)
C’est-a-dire : P(x):(x—Z)(Zx—l)(x—l)2
Exercice22 : (***) Soit le polynéme suivant (E) :
P(x)=x°-2x2-x +/2

1) Montrer que 1 est racine du polynéme P (x )
2) Montrer que

P(x)=(x +1)(x ? —(«/§+1)x +\/§)

3) Onpose: Q(x)= xz—(ﬁ+1)x +/2
Soit A son discriminant

a) Vérifier que : A= (\/5—1)2

b) Résoudre dans R I'équation Q (x )=0

4) En déduire les solutions de

I'équation x —(x/§+1)\/x_+\/§= 0

5) Résoudre dans R I'équation P (x )=0

6) Résoudre dans R I'inéquation P(x)<0
Solution : P (x )=x*-+/2x2-x ++/2

1) Montrons que 1 est racine du polyndme P (x ) :
P(-1) (-1 -VE() - (-1)+2
P(-1)=-1-v2+1+2=0

Donc 1 est racine du polynéme P (x )

2) Montrons que P (x )=(x +1)(x ? —(\/§+1)x +\/§)
(X+1)(X2—(\/§+1)X+\/§)=XS—(\/EJrl)XZ+\/§X+X2—(«/§+1)X+\/§
=x° —(\/§+1)x2 +2x+ X —(\/§+1)x+\/§

=x° =252 = X% +2x+ X2 —2x = x +/2
=x°=y2X2 = x++2
3) a) A=b2—4aC=(\/§+l)2—4x1x\/§
a=(V2) —2v2x1+ (1) = (V2 -1)
b) Résoudre dans R I'équation Q (x )=0:
x*~(V2+1)x +42=0 Ona A>0

JZ:,/(\/E—i)Z :‘\/E—q:\/i—1 car x/§—1>0

Prof/ATMANI NAJIB
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_ 2+1442-1 242
J2+1 \/§+1:z:1 etxﬁuzizﬁ

’ 2x1 2 2x1 2

Donc: S :{\/5,1}

4) Recherche des solutions de I'équation :

X —(\/§+1)\/x_+\/§:0

X —(\/§+1)\/X_+\/§=0 Peut s’¢crire sous la forme :
(Vx) ~(VZ +1)¥x 42 =0

On pose : X =x

Onadonc : Xz—(\/i+1)x +42=0

D’apres la question précédente les solutions
Sont: X,=+2 et X,=1

Onadonc: /% =+/2 et |/x, =1

Donc : (\/Z)z :(\/5)2 et (\/Z)2 = (1)°
C’estadire: x, =2 et x,=1  parsuite: S={2,1}
5) Recherche des solutions de I'équation P (x )=0:
Ona: P(x)=(x +1)(x2—(\/§+1)x +«/§)

P(x)=0 Signifie que : x+1=0 OUX’ ~(2+1)x+42=0
Signifieque: x=-1ou X =2 ou X, =1
Onadonc: S ={-11+2}

6) Résoudre dans R I'inéquation P(x)<0

P(x)<0 Signifie que :

(x+1)(x2 —(\/§+1)x+\/§)s0

a — T 1 1 Y2 oD
Q(x) 1 -0 0
P — 0+ + +
P — 0 + @ — 0o -+

Onadonc: S = ]—w,—l]u[l, \/E]

Exercice23: (***) Soit le polynéme suivant (E) :
P(x)=x — 3% —ax+ 43

1) Montrer que -2 est racine du polynéme P (X)
2) Montrer que :

P(x):(x+2)(x2—(J§+2)x+2\/§)

http:// www.xriadiat.com
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3) On pose : Q(x)=
A son discriminant

a) Vérifierque: A= (\/5 — 2)2

_(ﬁ+2)x+2J§ et soit

b) Résoudre dans R I'équation : Q(x) =
4) En déduire les solutions de

(V3+2)x+23=0

5) Résoudre dans R I'équation P(x)=0

I'équation : X—

6) Résoudre dans R l'inéquation P(x) >0

Solution : 1)

P(-2)=(-2] ~3(-2f ~4(-2)+4/3
P(~2)=-8-4/3+8+4+/3=0 Donc : -2 est racine
du polynéme P (X)

2) (x+2)(x2—(J§+2)x+2J§)

= x3—(J§+2)x2 +24/3x + 22 —2(J§+2)x+4J§
=3 —[3x2 = 2X% + 24/3x + 2x2 — 2/3x - 4x + 443

=X =3 —4x+43 = P(x)

3) On pose : Q(X)=x* —(\/§+ 2)x+2J§

a=letb=-(V3+2)et c=23
A=b2—4ac=(—(J§+2))2—4x2J§x1=(J§+2)2—8J§
A=\B'+2x2x\B+2: 83 =8 ~4\B+2* =(\3-2)
b) Q(x):xz—(\/§+2)x+2\/§

Puisque : A >0 donc il y’a deux racines :

J3+2+ (\/5—2)2 J3+2+\3-2
N = 2x1 B 2x1
Br2-\f(V3-2) E-2-[E-2
t 2x1 - 2x1
Orona: 2> /3 car (2)2>(\/_) Donc: \/3-2<0
Par suite: ‘\/5—2‘ (\/§ )
Donc: \/_+2+2 \/_ i M Jg
2x1 2x1

Par suite: S={J_,2}.

4) x—(V3+2)x+23=0
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Est équivalente &: (&)Z —(J§+ 2)&+ 2\3=0.
Onpose: X =+/x

Onadonc: X*—(3+2)X +243=0

Mais d’apres 3)b)ona: X, =+/3 et X, =2

Qui Signifie que: /x =3 et \[x, =2

Donc: (&1)2 :(Jé)z et (\/Z)z =(2)

Qui Signifie que: x, =3 et x, =4 par suite: s ={3,4]
5)Ona: P(x) :(x+2)(x2 —(\/§+2)x+2\/§)
P(x) =0 Signifie x+2=0 ou x*~(3+2)x+23=0
Signifie: x, =—2 ou x, =+/3 0U x, =2

Par suite: s :{_2,2,\/’}

6) P(x)>0 Signifie: (x+2)(x ~(V3+2)x+248)0
@ oo —2 V3 2 +oo
Qlx)| + + 0 — 0 +
r+2 — Q + —+ +
Px)] — 0 + 0 — 0 +

= [—2;J§]u[2;+oo[
Exercice24 : Soit le polyndme suivant (E) :
P(x)=x’ —Bx2—x++5
1) Montrer que -1 est racine du polynéme P (x )

—(\/§+1)x+\/§)
_(J§+1)X+J§ et soit A

2) Montrer que : P(x):(x+1)(x2
3) On pose : Q(x)=x’
son discriminant

a) Vérifierque: A= (\/5—1)2

b) Résoudre dans R I'équation Q (x ) =

4) En déduire les solutions de I'équation
x—(\/§+l)\/;+\/§:0

5) Résoudre dans R I'équation P (x )=0
6) Résoudre dans R I'inéquation P(x)>0

Solution : P(x)=x —Bx2—x++5
P(-D)=(-1) B (1) (-1 +5
P(-1)=-1-+5+1+45=0
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Donc : -1 est racine du polynéme P (X)
2)(x+1)(x2—(J§+1)X+J§):x3—(\/§+1)x2+«/§x+x2—(«/§+1)x+\/§

= x3 —/6x2 = x? +/Bx+ x> —Bx—x+/5
=x*—Bx? —=x++/6 = P(x)
3)a) Q(x)= 2—(J§+1)X+J§

a=letb=—(\5+1) et c=+5
A =b? - 4ac =(—(J§+1))2 —4xJ§x1=(J§+1)2—4J§

=5+ 2x1xB +22 45 =B ~ 2341 =(\B 1)
3)b) Q(x)=x2—(\/§+1)x+J§ et Az(x/g—l)z

Puisque : A >0 donc il y’a deux racines :

\/_+1+ J5-1) \/'+1+‘\/'q
X =

J’+1—,/ 5—12 J§+1 W’ 1
X = 2x1

Orona: 5 =1 car (Jg)z >(1) Donc +/5-1>0
par suite: ‘\/5—1‘=\/§—1
\/§+l+\/_ 1 J’et

2x1

par suite: S :{1,J_}
4) x—(\/§+1)\/;+«/§=0
Est équivalente &: \/_2—(\/§+1)\/§+\/§:0

On pose : X =+/x etonadonc:

X?~(VB+1)X +6=0

Mais d’aprés 3) b) ona: x,=+5 et X, =1

=5 et \/Zzl

Qui Signifie que: (&1)2 :(Jg)z et (\/Z)2 _7

Qui Signifie que: x, =5 et x, =1 par suite: s ={15!
5) On a: P(x):(x+1)(x2 —(\/§+1)x+\/§)
P(x) =0 Signifie x+1=0 ou x*~(v5 +1)x+5 =0

Signifiex, =—1 ou x =5 ou x, =1
Par suite: s ={_1,1,J§}

\/_+1\/_+1

2x1

Donc:

Qui Signifie que: /x,

Prof/ATMANI NAJIB
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6) P(x)>0 est équivalente a:

(x+1)(x2 —(J§+1)X+J§)20

T oo —] 1 Ve +oo
Qz)| -0 K
r+1 I | -
Pi.r'}—[}l+$—l\—

Donc : § =[-L;1]u| VB;+a]

Exercice25: (***) Soit le polynéme suivant (E) :
P(x)=x*+3x* - x~+/3

1) Montrer que -1 est racine du polynéme P (x )
2) Montrer que :

P(x):(x+1)(x2—(1—«/§)x—\/§)

3) On pose : Q(x)= xz—(l—\/§)x—\/§ et soit A
son discriminant

a) Vérifier que : A =<l+ J§)2

b) Résoudre dans R I'équation Q (x )=0

4) En déduire les solutions de I'équation

k- (1-4B)X B =0

5) Résoudre dans R I'équation P (x )=0

6) Résoudre dans R I'inéquation P(x) <0
Solution : 1) P(X) = X% ++/3x* —x—+/3

Ona: P(-1)=(-1) +V3(-1) ~(-1)-+3
P(-1)=-1++3+1-+3=0 Donc: -1 est racine
du polynéme P (X)

2) (x+l)(x2—(1—J§)x—J§)
:x3—(1—J§)x2—J§x+x2—(1—J§)x—J§

=% = X2 +/3x% =3+ X2 = x+/3x -3

=X ++/3x* = x—+/3=P(X)

3) )Q(x)=x" -(1-3)x-+B
A:b2—4ac=(—(1—J§))2—4x(_J§)x1 ( J’) +443
A=12—2x1xJ§+J§2+4J§=12+2J§+J'2:(1+J§)
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b) Q(x)=x2—(1—J§)x—J§ puisque : A >0
Donc : il y’a deux racines :

_1—\/§+ (1+\/§)2 _1—\/§+‘1+\/§‘ ot

% 2x1 2x1
1-3- (1+~/§)2 1—«/5—‘1+\/§‘
= 2x1 o 2x
Or: 1++/3 >0 Donc: [1++3=1++3
Donc: &:le et x =M:_\/§

2x1 ? 2x1
Par suite: S ={—J§,1}

4) x—(1—J§)J§—J§=o

Est équivalente &; (\/;)2 —(1—\/§)\/§—\/§ =0
On pose : X =+/x onadonc: XZ—(l—\/ﬁ)x ~\3=0

Mais d’aprés 3)b) ona: X, =—/3 €t X, =1

Qui Signifie que: \/x, =3 et \/Zzl

Or /x, =—/3 n’apas de solution

Donc: (\/Z)2 —12

Qui Signifie que: x, =1 par suite: s ={1}

5) P(x):(x+1)(x2—(1—\/§)x—\/§)
P(x) = 0Signifie: x+1=0 ou xz—(l—\/§)x—«/§=0
Signifie: X, =—1 ou X, =—J/3 ou x, =1

Donc: s ={_1,1,_J§}

6) P(x)<0 Signifie que:

(x+1)(x2 —(1—J§)X—J§)SO

T oo 43 —1 1 o
Qz)| + 0 — — 0+
r+1 <] (IJ 1 f
P(x) O + 0 0 -

Donc : § = |-o0;—/3 |U[-11]

Exercice26 : (***) Soit le polyndme suivant:
P(x)= x3+(2\/§—\/§+2)x2+(4\/§—2\/§—2\/5)x—4\/§
1) Montrer que -2 est racine du polynéme P (X)

2) Montrer que : P(x):(x+2)(x2 +(2J§—J§)x—2\/5)

Prof/ATMANI NAJIB
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3) On pose : Q(x)= X +(2\/§—\/§)x—2\/§
et soit A son discriminant
a) vérifier que : A=14+46 et compléter :

U+a6=(..+...)

b) Résoudre dans R I'équation Q(x)=0
4) En déduire les solutions de I'équation :
X+(2(3-v2)x-216 =0

5) Résoudre dans R I'inéquationQ(x)=0
6) Résoudre dans R I'équation P(x)=0
7) Résoudre dans R I'inéguation P (x)<0

Solution : 1)
P(—2)=(—2)3+(2J§—J§ +2)(-2)2+(4£—2J§ —2J€)(—2)—4J€
P(~2)=-8+8\3-4v2+8-8y3+4y2+ 46 - 4y6 =0

-2 est racine du polynome P ()

2) (x+2)(x" +(243-V2)x-246) -

=x*+(2V8 -2 )x* - 2fbx+ 26 +2( 23 -2 ) x- 46
=123 -2 +2)C + (443 - 242 - 26 ) x- 46 = P (¥)
3) a)On pose : Q(X) =X +(2\/§—\/§)x—2\/5
Soit A son discriminant :

A=Db? —4ac=(2J§—J§)2 ~4x(~26)x1
A=(243) ~2x2VBx2 V2" 8423

=12+46 +2=14+4+/6 =14+ 46

A=12+46+2=(23) +2x2VBx2++2°
Par suite : A=(2v3+2)

3)b) Q(x) =" +(2v3-+2)x-26
A=(2B+2)

Puisque : A>0 donc il y’a deux racines :

_-(2@-&)4(2@45)2 B2+

% 2x1 2x1
2
(203-V2)-[(203+\2)  -23+v2-[2f3+ 4]
%= 2x1 - 2x1
http:// www.xriadiat.com 11
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Orona: 2J§+ 2>0
Par suite: |23 +/2|=213++2

—2\/§+\/§+2«/§+\/§:\/§

Donc: x = ol
X

et XZ:-2J§+\/§-12J§-J§:_2J§
X

Par suite: s:{_zﬁ,ﬁ}

4) x+(2V3-2)x - 246 =0

Est équivalente a: (&)Z +(2«/§—\/§)\/§—2\/§=0
Onpose: X =+/x etonadonc:
X?+(243-2)x -2/6 =0

Mais d’aprés 3)b) ona: X, =-243 et X, =2

Qui Signifie que: /x =-243 et \/x, =2
Or /x, =-24/3 n’apas de solution

Donc: (\/Z)2 :(ﬁ)z qui Signifie que: x,=2
Par suite: s ={2}

5) Q(x)=0 Ona x =2 et x,=-23
Donc: le tableau de Signe est:
x +o W2 2i ==

¥+ 232226 + 0 - 0 +
Donc: S = ]—oo;—2\/§]u[\/§; +Oo[

6)Ona: P(x):(x+2)(x2+(2J§—J§)x—2J€)
P(x) =0 Signifie: x+2=0 ou
X*+(23-+2)x-26 =0

Signifie: X, =—2 0U x, =+2 OU x,=-23
Donc: s ={_2,J§,_2J§}

7) P(x)<0 Signifie: (x+2)(x2+(2\/§—\/§)X—2\/5)50

E s S R M —2 V2 4o
Iz { (:i i f}
2] — 0 — 0 + +
Plz)] — 0 + 0 — 0 +

Donc: S = ]—oo;—zﬁ]u[—z;\/ﬂ

Exercice27 : (**) Soit: P(x)=2x>-5x*-4x+3
1) montrer que le polynéme P (x ) est divisible par
X—3
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2) En Effectuant la division euclidienne de P (x )
parx—3 montrer que : P(x)=(x—-3)Q(x)

Avec : Q(x)=2x"+x-1

3) Résoudre dans IR I’équation Q(x)=0

4) Résoudre dans [R I’inéquation Q(x)>0

5) En déduire une factorisation du polyndme P (x )

on produits de polyndmes de lere degrés
6) Résoudre dans R I’équation P(x)=0

7) Résoudre dans R I’inéquation P(x) >0

Solution :1) P(x)=2x’-5x*~4x+3 Ona
P(3)=2x3 -5x3 ~4x3+3=54-45-12+3=0
Donc 3est racine du polynéme P (x )

Donc P (x )est divisible par x—3

2) Effectuons la division euclidienne de P (x)

Par Xx—3 | 2a® — 5a® — 4ax + 3 | x-3
—2x* + 6z :
W . 20 4+ — 1
o — 4w + 3
—a? 4 3x
—ir 4+ 3
r— 3
0

On trouve : P(x)=(x—-3)Q(x) M
Avec :Q(x)=2x*+x-1
3)Ona: Q(x)=2x*+x-1et Q(x)=0
A=1°-4x2x (-1)=1+8=9
~1-49 1449

Donc: X = ) =-1etXx,= 72
X X

Par suite: S = {—1,%}

1 .
4) Q(x)=0 Ona x =-1¢t X, =5 sont racines

N~

Du polyndmeQ(x) Donc: le tableau de Signe:

X

)

o —1 .1 4+
I
+ [ll —

T
Donc: S =]—oo;—1]u[%;+oo[

5) Cherchons une factorisation du polyndme P (x )

on produits de polynémes de lere degrés:
Ona: P(x)=(x-3)Q(x) avec Q(x)=2x"+x-1
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Etles racines du polyndmeQ(x) sont:

X, =-let Xx,= %Donc - une factorisation de Q(x)
est 1Q(x)=2(x—x)(x—x,)

Donc : Q(x):2(x—%j(x+1):(2x—1)(x+l)

Par suite : P(x)=(x—3)(2x—1)(x+1)

6) Ona: P(x)=(x—3)(2x-1)(x+1)

P(x) =0 Signifie : (x—3)(2x-1)(x+1)=0
Signifie: x—3=00u 2x—1=00U x+1=0
Signifie : x=3 ou x=% ou x=-1

Par suite : S = R—{—B, —1,%}

7) P(x)> 0 Signifie: (x-3)Q(x)>0 :
D’ou le tableau de signe suivant :

r oo —1 _T,l 3 oo
Qx)| + 0 — 0 + +
r—23 f]I t
P(x)| — [R + [Il — +

Par suite : S = }—1;—%[ U 3,400
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